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Por otra parte, en el periodo conjuntista, que coincide con el movimiento
de las matemdticas modernas, hallamos dos concepciones distintas para la
ensefianza del nimero natural. Una de ellas es la de Freudenthal (1973 y 1983),
quien aboga por la secuencia numérica como base de la didactica, y la otra es de
Dienes (1970), que se basa en el aspecto cardinal.

La figura 6 sintetiza las tendencias en Educaciéon Matematica sobre la
didactica del nimero natural, basada en la secuencia numérica.

La didactica del niumero natural en el periodo aritmetista ya ha sido tratada
en este mismo apartado. Podemos anadir lo que se indicd en el punto relativo
a la corriente epistemoldgica del convencionalismo, cuando especificamos que
la accion de contar es la base de todos los calculos, al partir de una serie de signos
arbitrariamente elegidos, pero ordenados (Helmholtz, 1945).

El periodo post-conjuntista, donde nos encontramos en la actualidad, marca el
predominio del aspecto ordinal del nimero natural en un contexto epistemolédgico
y escolar totalmente aritmetista. Debemos resaltar en Educacion Matematica las
investigaciones hechas en la Universidad de Malaga sobre Razonamiento Inductivo
Numérico (Ortiz, 1997) y Relaciones Logicas Ordinales entre los términos de la
secuencia numérica (Fernandez, 2001). Para el inductivismo numérico, el origen
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ontogenético debe estar en la construccion individual de la secuencia numérica
en su perspectiva ordinal; para el marco de las relaciones logicas ordinales, la
didactica del niimero natural tiene que basarse fundamentalmente en el aspecto
ordinal, y generar toda la secuencia a partir de dichas relaciones.

Es importante destacar como en el periodo conjuntista se ha abordado el
numero natural en Educacion Matematica desde dos frentes distintos: uno el aspecto
ordinal y otro el aspecto cardinal. Dentro del ambito escolar se ha desarrollado
fundamentalmente el aspecto cardinal, pero en este punto son relevantes las
declaraciones de Freudenthal (1983) cuando manifiesta que esto precisamente
llevo al fracaso de las matematicas modernas en el periodo sefialado; €l aboga por
el numero para contar como base para toda la Didactica de la Matematica. Por otra
parte, Dienes (1970) es un claro defensor del aspecto cardinal para la ensefianza-
aprendizaje del nimero natural.

Para Freudenthal, la secuencia numérica es el pilar fundamental de las
matematicas. Por tanto, entre las distintas concepciones del nimero que atienden a
su fenomenologia prevalece con gran relevancia e/ numero para contar, al que se
considera como el devanado en el tiempo de la secuencia de numeros naturales. “El
numero para contar es matematicamente llamado el numero ordinal; es formalizado
mediante la induccion completa y los axiomas de Peano” (Freudenthal, 1983).

Freudenthal prefiere al numero para contar en Educacion Matematica en
vez del numero para cardinar por los siguientes motivos: 1) contar llega pronto a
convertirse en una necesidad tedrica para el nino, quien llega a utilizar el conteo
mas alla de lo que sus propias necesidades practicas le exigen; 2) contar es la base
de la aritmética mas elemental; 3) el contar es una actividad no so6lo para
obtener el niumero cardinal de un conjunto, sino también una actividad ritmica en el
tiempo; 4) el concepto y asi sucesivamente es operatorio en toda la instruccion
aritmética, asi como en todas las reglas que se aprenden; 5) el nimero para cardinar
es matematicamente insuficiente; 6) el aspecto cardinal de los numeros naturales es
irrelevante en comparacion con el aspecto del conteo; 7) el aspecto cardinal
es insuficiente para la didactica de los nimeros naturales.

No hay ninguna duda de que la importancia del aspecto cardinal en la
psicologia se ha debido a Piaget, aunque Freudenthal (1983) lo critica con base en
los siguientes puntos:

- Piaget estudio el concepto de nimero bajo el aspecto cardinal. Creia
que el concepto de niimero natural se puede derivar totalmente de
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las potencias; matematicamente puede ser esto cierto, pero creyo
que también lo era psicoldgicamente. No obstante, aqui interviene la
cuestion, ya planteada, de que el aspecto cardinal del nimero natural
es matematicamente insuficiente.

- Cuando trata el nimero ordinal bajo este enfoque no tiene nada que
ver con el nimero ordinal ni con el nimero para contar. Es tal su
indiferencia hacia el conteo que no menciona si los nifios entrevistados
saben contar y hasta donde pueden llegar.

En consecuencia, las didacticas basadas en la teoria de Piaget, seglin
Freudenthal, no consideran el nimero para contar, con lo que dejan de lado
a los juegos de conteo en el afan de calcular sistematicamente el numero de
objetos de las colecciones, que no varia ante las transformaciones espaciales,
debido a la exagerada importancia que se otorga al aspecto cardinal. De este
modo, un primordial eslabon entre la aritmética mental y la escrita, como el hecho
de interpretar las sumas al contar hacia adelante y las restas al contar hacia atras,
es simplemente olvidado.

Otra vision diferente es la de Dienes, quien aboga por una didéctica basada
en el aspecto cardinal. Su teoria de Dienes parte de la siguiente concepcion
de numero: “El nimero es una propiedad de los conjuntos” (1970, p. 32). Por
tanto, siguiendo a Bertrand Russell, cuando Dienes ocupa el término nimero en
realidad estd haciendo mencion a numero cardinal; su didactica esta basada en la
cardinalidad o aspecto cardinal del nimero natural, cuya base es el concepto de
equipotencia de Cantor.

La didactica de Dienes se sustenta en la equipotencia entre conjuntos, es
decir, en el aspecto cardinal del numero. Plantea que la secuencia numérica debe
ser aprendida desde la perspectiva cardinal, de ahi que se deba hacer caso omiso
al conocimiento que los nifios pudieran tener sobre su recitado. Indica que hay
que comparar dos términos consecutivos a través de la cantidad de elementos que
representa cada uno para comprobar que difieren en un unico elemento (nociéon
igualmente cardinal). Por tanto, el siguiente de un término en la secuencia representa
aumentar en uno la cantidad precedente.

En el periodo post-conjuntista es preciso tomar en cuenta las teorias de
Procesamiento de la Informacion, donde el andlisis de la secuencia numérica pasa
a ser considerada como una componente del conteo. La teoria cardinal parece se
sobrepone de manera mas clara que la ordinal en todos los razonamientos en torno
a los origenes psicologicos del numero.
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Las investigaciones realizadas en psicologia han demostrado que los nifios
manejan la secuencia numérica desde muy temprano (Fuson, 1988; Gelman y
Gallistel, 1978; Sarnecka y Gelman, 2004), pero es posible que sélo sepan que la
secuencia de conteo se compone de niimeros y que éstos han de repetirse siempre en el
mismo orden (Baroody, 1988), sin que por ello se infiera una cierta comprension
conceptual como, por ejemplo, que el orden de emision de los términos de la
secuencia se mantiene constante a lo largo de sucesivas aplicaciones de la misma,
o que cada elemento de la lista es tnico (Fuson, 1988).

Un gran nimero de investigaciones (Fuson, 1988; Fuson y Hall,1983; Gelman
y Gallistel, 1978; Saxe, 1979; Song y Ginsburg, 1988; Wagner y Walters, 1982) se
dirigen a estudiar la adquisicidén y conceptualizacidon de la secuencia numérica por
parte del nifio pequefio. Otros trabajos han demostrado que la habilidad de contar
no tiene una meta en si misma, sino se trata de un comportamiento instrumental,
esto es, de una estrategia extraordinariamente potente en el desarrollo matematico
del nifo. En tal sentido, se ha investigado la capacidad de los nifios para resolver
problemas donde el conteo se usa como procedimiento (Cowan, 1996; Fuson y
Hall, 1983; Sophian, 1995).

En esta linea de trabajo hemos de destacar los estudios que observan como el
nifo utiliza la secuencia numérica para determinar el cardinal de una colecciéon o
conjunto: Gelman y Gallistel (1978) establecen el principio de cardinalidad; Klarhr
y Wallace (1973) analizan al conteo como “operador cuantificador”, mientras que
Schaeffer, Eggleston y Scott (1974) determinan cuatro estadios diferenciados
hasta que el nifio logra el uso funcional del conteo para calcular el cardinal de un
conjunto con menos de 10 elementos.

Las investigaciones en las teorias procesuales tratan profundamente el
aspecto cardinal del nimero natural y no atienden al aspecto ordinal. La mayoria
de los trabajos con relacion al caracter funcional del conteo en su “ordinalidad”
llevan como soporte mental la “cardinalidad”, ya que estudian comparaciones
ordinales cuantitativas. Cada nimero de la secuencia representa a priori el
cardinal de un conjunto para que después se realice la comparacion entre los
términos. Dicha comparacion se da entre magnitudes, no en cuanto a su posicion
en la secuencia numérica (Fernandez, 2001).
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4. POSICIONAMIENTO DE LA AUTORA

Como se ha indicado anteriormente, los modelos logicos —que explican
la construccion del nimero natural— tienen consecuencias muy importantes
para nuestro trabajo, ya que a través de ellos podemos situar la secuencia numérica
en el marco conceptual de las relaciones ordinales, asi como realizar un estudio
intrinsecamente ordinal del nimero natural que parte del ordinal, sin considerar el
cardinal.

Con base en estos modelos he definido a la secuencia numérica del siguiente
modo: “Es una progresion dada por la relacion generatriz de Bolzano, es decir,
una progresion en el sentido de Bertrand Russell” (Fernandez 2001, p. 22). La
definicion se emplea para alcanzar la solucion del problema planteado: llegar a
una construccion logica de la secuencia numérica en un contexto ordinal dado
por un sistema de relaciones logicas existente entre sus términos, que omita el
significado cardinal de cada uno de ellos.

Esta caracterizacion de la secuencia se elige frente a las que puedan extraerse
de otras posturas aqui presentadas, ya que nos permite concretar las relaciones
logicas ordinales, mediante las relaciones asimétrica y biunivocas de Bolzano, y
las asimétricas transitivas de Vivanti: siguiente inmediato, siguiente, entre, entre
inmediato, primer elemento, primer y ultimo elemento (Fernandez, 2001, p. 24).

Por otra parte, el origen del conteo en el nifio esta supeditado a relaciones
logicas-ordinales que se desarrollan en el proceso de construccion mental del
numero natural, y estan implicitas en todas las construcciones matematicas
de la aritmética. Ahora bien, muchas de esas relaciones se han considerado en
las investigaciones en psicologia infantil sin la trascendencia que precisan, ya
que el aspecto cardinal del nimero natural se ha entendido como soporte del
aspecto ordinal. El conteo se ha utilizado para obtener el cardinal de colecciones
numerables, no para lograr el término de una serie o el lugar que ocupa un término
en relacion con otro; su empleo ha sido tratado basicamente desde un punto de
vista acumulativo (Fernandez y Ortiz, 2008).

5. CONCLUSIONES/ SINTESIS
Si recapacitamos en la relacion entre la interpretacion y la construccion del

conocimiento ordinal de la secuencia numérica en el nifio (Geary, 2006; Geary,
Hoard, Byrd-Craven y Desoto, 2004), los modelos ordinales del numero natural y
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los casos notables de las relaciones que generan series, se llega a la conclusion
de que dicho conocimiento no se aplica en el vacio. Es decir, subyace en la
sucesion de términos numéricos un entramado de relaciones 16gicas ordinales
que hacen posible la construccion del numero natural en su aspecto ordinal.

Como se ha puesto de manifiesto en el analisis logicista de la secuencia
numérica, a ella se llega mediante las relaciones ordinales que surgen en un sistema de
progresiones. Por tanto, la secuencia numérica, independientemente de la naturaleza
de sus términos, tienen un soporte conceptual ordinal para construirla.

Varios planteamientos epistemologicos coexisten sobre el nimero natural
que condicionan el significado de construccion de la secuencia. Estos son:

- La postura convencionalista, basada en los aspectos ordinales para
construir el nimero natural. El soporte inicial es la accion de contar
y la verbalizacion de la secuencia numérica. Para este enfoque,
que parte de la estructura superficial sin considerar a la estructura
profunda, los numerales y los signos numéricos son convenciones o
normas que actiian mediante unos criterios.

- Lasecuencia numérica en el seno de la corriente logicista se desarrolla
dentro del sistema de progresiones que, segiin Bertand Rusell (1982),
coincide con el sistema de Peano y con el de Dedekind. Las relaciones
ordinales y el nlimero ordinal bastan para desarrollar la secuencia y el
numero natural. Existen modelos para construir la secuencia numérica
que no precisan de la definicion previa de los términos numéricos y,
por tanto, son independientes del niumero cardinal.

- Paralaepistemologia genética, el nimero natural es una sintesis de dos
estructuras operatorias: clasificacion y seriacion. Como consecuencia, el
numero es cardinal y ordinal, de ahi que se construyan ambos aspectos
de modo simultaneo; por ello hay la correlacion entre ambas génesis. La
estructura operatoria de seriacion deriva en la ordinacion® y, entonces, el
tratamiento de la secuencia numérica es el de una serie.

Las diferentes posiciones epistemoldgicas ante el nimero natural condicionan
la transmision escolar de la aritmética, pero en todos los casos la secuencia numérica
resulta importante para su aprendizaje. Aqui nos encontramos con prioridades
opuestas:

4 Terminologia usada por Piaget para referirse al aspecto ordinal.
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Las principales conclusiones de nuestro estudio se pueden resumir en los
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Prioridad del numero ordinal. Con base en la fenomenologia de
Freudenthal, el numero para contar es el pilar en el que se sustenta
toda la matematica y también su didactica, mientras que el numero
para cardinar resulta matematica y didacticamente insuficiente
(Freudenthal, 1973, p. 171).

Prioridad del mimero cardinal. Se intenta una construccion logica
de la aritmética a partir de las nociones previas a la de nimero; por
ejemplo, la de conjuntos. La secuencia numérica se obtiene como una
sucesion de nimeros cardinales, mientras que el tratamiento didactico
de siguiente de un nuimero aumenta en uno la cantidad. Dienes defiende
este modelo.

siguientes puntos:

L

Cl

C2

C3

C4

Secuencia numérica y relaciones logicas ordinales en el origen del
numero natural.

Que los nimeros naturales estan dados en secuencia es el unico
punto incuestionable en todas las teorias explicativas del origen
del niimero. La interpretacion de su papel elaborador depende de la
concepcion epistemoldgica del nimero natural.

Para el convencionalismo, el principio del numero radica en
la secuencia numérica y en la accidon de contar; la serie ordinal es
suficiente para construir el numero.

Para los logicistas existen conceptos primarios que determinan
la secuencia numérica y, por tanto, el nimero. Estos tienen como
referencia a las relaciones seriales®, como las asimétrica-biunivocas
de Bolzano o las asimétricas-transitivas de Vivanti-Gilman.

Desde la epistemologia genética, el problema tocante a la
construccion de la secuencia numérica sélo puede ser resuelto en
funcion de su desarrollo.

5 Relaciones que generan series o progresiones.
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Il Secuencia numérica y enserianza del numero en la escuela.

C5 Las distintas interpretaciones epistemoldgicas sobre la secuencia
numérica se han reflejado en la ensefianza del nimero en la escuela. Asi,
los planteamientos conjuntistas introducen los conceptos de cardinal y
de correspondencia, con lo cual se producen intentos por reducir la
aritmética a la logica y el numero natural a las clases, mientras que los
planteamientos aritmetistas abogan por el niimero ordinal (Ashcraft,
1982; Brannon, 2002).

C6 En cuanto al numero cardinal, se intenta una construccion logica de
la aritmética a partir de la nocion de conjuntos. La secuencia numérica
se obtiene como una sucesion de numeros cardinales, y el tratamiento
didactico de siguiente de un numero aumenta en uno la cantidad.

C7 Conrespecto al nuimero ordinal, se intenta que la secuencia numérica®

sea matematica y didacticamente suficiente.

Con todo ello podemos indicar que se cumple lo siguiente:

- Existen corrientes epistemologicas que consideran a las relaciones
logicas ordinales del nimero natural como el origen de toda la
construccion matematica (Dedekind, 1988; Peano, 1979; Russell,
1982).

- Hay lineas en Didactica de la Matematica que privilegian el aspecto
ordinal del nimero natural frente a su aspecto cardinal.

En definitiva, podemos considerar algunos objetivos clave para la didactica
del niimero natural con escolares de 3 a 6 afios:

- Conseguir la integracion de las habilidades y rutinas presentes en
la accion de contar en estrategias que manifiesten alglin tipo de
relacion 16gica ordinal entre los términos numéricos.

- Estudiar el tipo de relaciones que los nifios utilizan para secuenciar
los nimeros.

- Analizar la correlacion real entre el recitado correcto de la secuencia
numérica y la construccion de las relaciones logicas ordinales en
el niflo.

% Se identifica, segtin la fenomenologia de Freudenthal, con el niimero para contar.
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- Establecer las operaciones aritméticas con base en un recuento
progresivo que se base en las relaciones ordinales presentes en la
secuencia numérica.

Porultimo, para abordar la operacionalizacion diddctica de las definiciones de
secuencia numeéricay relaciones logicas ordinales, nos remitimos a la investigacion
que presentan Fernandez y Ortiz (2008).

Siempre es posible encontrar un contexto ordinal adecuado para explorar la
secuencia numérica y las relaciones ordinales en nifios de temprana edad. Hemos de
buscar situaciones que nos permitan observar un empleo ordinal de la accion de contar
por parte de los nifos para poder demostrar que, paralelamente a una construccion
cardinal, hay una ordinal del nimero natural. Se trata de hacer un uso ordinal de
la secuencia.

Ahorabien, si proponemos al nifio tareas donde tenga que determinar la posicion
ordinal de un elemento en un conjunto contable a través de la secuencia numérica,
solo evaluaremos las competencias ordinales del sistema mediante su uso. Dichas
tareas son relevantes para nuestro estudio frente a otras en las que el recitado de la
secuencia numérica puede ser memoristico, ya que si ponemos al nifilo simplemente
a contar objetos nos resultard dificil evaluar si establece o no relaciones 1ogicas
entre sus términos. O bien, si proponemos las habituales tareas de comparacion de
magnitudes evaluaremos el isomorfismo entre la cardinalidad y la ordinalidad
(a es mayor que b siy solo si a es posterior a b, y a es menor que b si'y solo si a es
anterior a b), pero nos alejariamos de nuestro objetivo, que consiste en comparar de
dos términos cualesquiera de la secuencia a través de su posicion ordinal.

Este tipo de tareas sobre el uso funcional ordinal de la secuencia
numérica supone la aplicacion practica, mediante la acciéon de contar las
propiedades internas del sistema: los términos de la secuencia numérica
y operaciones légicas ordinales entre ellos. En Fernandez y Ortiz (2008)
se analiza la evolucion de las relaciones logicas-ordinales en un grupo
reducido de nifios seleccionados al azar, donde se proporcionan las
siguientes orientaciones a los maestros, teniendo en cuenta para cada edad
las competencias o habilidades a conseguir en funcion de las relaciones
logicas ordinales:

Clase de 3 arios: Los nifios de 3 afios en general no tienen en cuenta el dato, por
ello la competencia o habilidad logica ordinal seria localizar posiciones ordinales.
Una actuacion concreta en el aula, atendiendo a la competencia dada, seria: “Se
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presentan filas de objetos. El niiio tiene que averiguar el primero, el quinto, etc.
Reciprocamente, se dan unas posiciones ordinales y el nifio tiene que distinguir a
qué objeto de la fila corresponden”.

Clase de 4 arios: Estos niflos tienen en cuenta el dato, por lo que pueden desarrollar
la competencia de “localizar posiciones logicas ordinales”.

Clase de 5 aiios: La caracteristica fundamental en esta clase es que ya no
dependemos de objetos tangibles. No se presentan filas de objetos, sino se manejan
con la secuencia numérica, ya que los nifios han conseguido el éxito operatorio
en las relaciones logicas ordinales que hay entre los términos de la secuencia
numérica, lo cual permite realizar estas actuaciones en el aula:

Localizar el siguiente y el anterior de cualquier numero entre 1 y 10.

Contar a partir de un término.

Contar a partir de un término hasta llegar a otro.

Contar a partir de un término a n-términos.

En definitiva, nuestra investigacion cambia las competencias basicas en el
aspecto de conteo. Asi, la habilidad “recitado memoristico de la secuencia numérica”
se cambia por las competencias en funcion de las relaciones logica-ordinales que se
dan entre los términos numéricos: “si en a ocurre tal cosa, ;qué ocurre en h?”
Algunas de estas competencias serian:

- Determinar todos los posteriores de a hasta llegar a b (primer y
ultimo elemento).

- Determinar todos y cada uno de los términos de la secuencia del
tramo a, b (entre).

- Tener un elemento generatriz de la serie sobre el cual razonar
inductivamente (primer elemento).

- Determinar los “siguientes” mediante el “siguiente inmediato”, y
reciprocamente.

- Determinar el “siguiente inmediato” conociendo los siguientes.
El dominio de la secuencia numérica es significativo desde el punto de vista
que concierne a los modelos ordinales de la logica formal del nimero natural:

las competencias ordinales que manifiestan los nifios estdn en relacion con los
axiomas de los modelos ordinales del nimero natural.
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De acuerdo con los resultados descritos, hemos dado un pequefio paso
aclaratorio en la direccion que plantea Geary D. C. (2006, p. 804) para conocer
como los ninos aprenden matematicas en la escuela (Fernandez y Ortiz, 2008,
p- 129).
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